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: Clanok sa snaZ{ prezentovat problém rozhodovania s neistymi datami.
>< Tvorca rozhodnuti ma k dispozicii namerané minulé realizacie,
Y- pomocou ktorych je schopny urobit predikciu do budicnosti. Clanok

najskor riesi jednoduchy rozhodovaci problém v realnej aritmetike a
zaobera sa optimalnou volbou metddy odhadu. Postupne pridava neistt informaciu,

pomocou ktorej chceme predpovedat presnejSie realizacie ¢asov spracovania. Prvé
neisté ¢asy spracovania modeluje ¢lanok pomocou intervalovej aritmetiky.

T4 so sebou prindsa problematiku ich odhadu a porovnania. NavysSe intervaly
nedokazu modelovat informéciu o poc¢etnosti minulych realizovanych hodnét. A tak
prechadzame z intervalovej aritmetiky do fuzzy aritmetiky. T4 zo sebou prinasa taktiez
problematiku odhadu a porovnania fuzzy cisel.

1. Motivacny priklad

Predstavme si nasledujici rozvrhovaci (rozhodovaci) problém. K dispozicii mame tri
stroje (procesory) M,, M, a M,, ktoré maju spracovat porade ulohy J,, J, a J;, ¢o
znamena, ze uloha J, bude spracovana na stroji M,, tloh J, bude spracovana na stroji
M, a tloha ], bude spracované na stroji M,. Casy spracovania tloh J,, ], a J, su porade

P, Py @ Ps.

def decision(x,pl.p2.p3.p4):

il [ = 1}:
Ll = pl + p4
L2 = p2
L3 = p3

elif (x == 2):
Ll = pl
L2 = p2 + pd
L3 = p3

elif (x == 3):
Ll = pl
L2 = p&

L3 = p3 + p4
return (L1, L2, L3)
Obr. 1: Obrdzok zobrazuje vypocet kumulovanych pracovnych ¢asov L,, L, a L, na
strojoch porade M,, M, a M, vzhladom na rozhodnutia tvorcu rozvrhu, t.j. * < {1.2,3}
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NasSou ulohou je rozhodnut, ktorému stroju pridelime ulohu J, s ¢asom spracovania p,,
tak aby sme Co najviac zrovnomernili zataz na vSetkych troch strojoch. V tomto
okamihu rozhodovania (planovania) eSte nevieme aké skuto¢né Casy spracovania sa
budu realizovat. Pozndme ¢asy spracovania minulych nameranych realizacii iloh alebo
iba ich odhady. Na obrazku 1 mozeme vidiet pseudokdd naseho rozhodovacieho
problému. Zataz na i-tom stroji M, zapisujeme ako L.

Celociselna premenna * < {1.2.3} modeluje rozhodnutie tvorcu rozvrhu, ¢i bud bude
spracovana uloha J, na prvom stroji (x=1), alebo ¢i bude uloha ], spracovana na

druhom stroji (x=2), alebo ¢i bude tloha J, spracovana na tretom stroji (x=3). Existuje
viacero optimaliza¢nych kritérii, ktoré si zndme pod pojmom miera nerovnomernosti
alebo Schur konvexnd funkcia. Cim je miera nerovnomernosti mensia, tym je zataZenie
strojov rovnomernejSie. Pre nas ucel nam posluzi miera nerovnomernosti definovana
ako

faig (1. w9, 19) = max{wy, va, 3} — min{ry, x9, 13},

kde x,, X,, X; nepredstavuju jednotlivé rozhodnutia tvorcu rozvrhu, ale predstavuju
zatazenia strojov M,, M,, M.

Poznamka: Casy spracovania uloh s nezavislé od stroja na ktorom sa ulohy
spracované.

Priklad 1.1. (Pracovné ¢asy modelované redlnymi hodnotami)

Maéme k dispozicii subor dat za predoslé obdobie, vid. tabulka.

rve moranie] 1] 23 [ 4 5] 6 ] 7] & [o]to]1]iz[13]1a]3
o [l lels ale]alr sfae e ] o]
|l oo iz ]z e )7 e o o]
T 6 B € B B O N A
i Ielalo ]l Juolsls I s]s Jizlo

Ide o namerané (skuto¢né) hodnoty casov spracovania uloh J,, J,, J; a J,. Aj ked ide o
ulohy rovnakého typu, tak nam merania ukazali, Ze ich ¢asy spracovania su rézne od
naplanovanych pévodnych casov. Tieto vychylky su sposobené Iudskym faktorom,
poruchami strojov a necakanymi udalostami. Z tychto dat vieme urcit priblizné
hodnoty (odhady) ¢asov spracovania p,, p,, P; a p,. Existuje viacero sposobov ako tieto
odhady vypocitat:

- aritmeticky priemer

- modus

- median

- optimistickd hodnota (minimum)
- pesimisticka hodnota (maximum)

Za predpokladu, ze chceme narabat s presnymi ¢islami a nechceme si komplikovat
optimalizaciu zavadzanim neistych idajov, mézeme odhadované Casy spracovania uloh
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T, Jo, J; @ J, urcit pomocou aritmetického priemeru. Teda pre prva ulohu vypocitame

Y . =1 . . . vy "
Cas spracovania ako 1 = ¥ D ien P 1i, kde N je velkost suboru. Podobne pocitame Casy
spracovania pre druh, tretiu a stvrta tlohu. Teda mozeme pisat:

pr= 133 po=740 py;=760 a p;=8.07

Najskor skusime priradit tlohu J, prvému stroju M,, (x=1), a ziskame nasledujtce
zatazenia strojov L, = 7.33 + 8.07 = 15.40, L, = 7.40 a L, = 7.60. Teraz skusime
priradit tlohu J, druhému stroju M,, (x=2), pre toto rozhodnutie obdrzime nasledujice
zatazenia strojov L, = 7.33, L, = 15.47 a L, = 7.60. Poslednou moznostou je priradit
Stvrtd Ulohu tretiemu stroju M,, (x=3), obdrzime nasledujtice zatazenia strojov L, =
7.33, L, =7.40 a L, = 15.67. Pre prvu variantu, (x=1), je miera nerovnomernosti rovna
hodnote f(L,,L, L;) = L, - L, = 15.40 - 7.40 = 8.0. Pre druhu variantu, (x=2), je
miera nerovnomernosti rovna hodnote f¢,(L, L, L;) =L, -L, =15.47 -7.33 =8.14. A
pre tretiu variantu, (x=3), je miera nerovnomernosti rovnd hodnote $latex
f® (L, L, L;) =L, -L, =15.67 - 7.33 = 8.34. V tivode sme povedali, ze ¢im je miera
nerovnomernosti mensia, tym su zatazenia strojov rovnomernejsie. Preto by sa tvorca
rozvrhu rozhodol pre prva variantu.

Je mozné, ze pri volbe inej metdédy odhadu Casov spracovania by sme obdrzali iny
vysledok. Napriklad pri volbe modusu ako metdédy odhadu ¢asov spracovania by sa
tvorca rozvrhu rozhodol pre tretiu variantu. Vyber metédy odhadu je dolezitou
sucastou optimalizacného problému. Tvorca rozvrhu moze mat napriklad za dlohu
vypocitat optimisticky rozvrh, ¢o najviac realisticky rozvrh alebo pesimisticky rozvrh.

Pri tvorbe optimistického rozvrhu mézu tvorcu rozvrhu zaujimat minimalne namerané
hodnoty, z ktorych vytvori odhad. Pri pesimistickom rozvrhu moze tvorcu rozvrhu
zaujimat maximalna hodnota, ktori obsahuje sibor nameranych ¢asov spracovania.
Takato tvorba rozvrhov moze dopomoct riadeniu sa napriklad finanéne pripravit na
prichadzajtice obdobie. Pri tvorbe €o najviac realistického rozvrhu potrebujeme poznat
¢o najviac informdcii. Jednou z moznosti je modelovat Casy spracovania pomocou
realnych intervalov.

2. Intervalova aritmetika

Interval je definovany [2] ako 4 = lap.ag] = {t|lag <t <ar.t€NR} kde a,, ag su
porade lavy a pravy okraj intervalu A definovaného na redlnych Cislach. Ak a;, = a; = a,
potom A = [a,a] je redlne Cislo. Interval A mo6zeme alternativne reprezentovat
pomocou jeho stredu m(A) a polovicou jeho Sirky (alebo jednoducho sirkou) w(A) ako A
= <m(A),w(A)>, kde m(A) = (a,+ay)/2 a w(A) = (az-a,)/2.

V literature sa na m(A) taktiez odkazujeme ako na priemernu hodnotu, centrdlnu
hodnotu alebo ocakavanu hodnotu intervalu A (Ishibuchi & Tanaka 1990). Podobne
alternativami w(A) st rozsah, miera neistoty, rozsah neistoty alebo jednoducho
neistota intervalu A. Na lavy okraj a pravy okraj intervalu A sa zvykne odkazovat ako
na spodnu a hornt hranicu, minimalnu a maximalnu hodnotu alebo ako na infimum a
suprémum. Okada & Gen 1994 pouzili ndzvy ako pesimisticka a optimisticka hodnota
intervalu A. Dva intervaly A a B sa:

POSTERUS.sk -3/8-



- Neprekryvaju (st disjunktné), t.j. a; < b,, obrazok 2(a).
. Ciasto¢ne prekryvaji, t.j. a, < b, < a, < by, obrazok 2(b).
. Uplne prekryvajtce, také ze B C A, obrazky 2(c), 2(d) a 2(e).

B
——

X

2 4 & 8 10 12 14 16 1§ 20 22 24 26

(a) Neprekryvajtice sa intervaly

X

I 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2z 24 6

(b) Ciastocne sa prekryvajtice intervaly

B
N

x
I 04 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 6

(c) Uplne sa prekryvajtice intervaly m(A) < m(B)

X
I 04 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 16
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(d) Uplne sa prekryvajtice intervaly m(A) = m(B)

x
I 04 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 6

(e) Uplne sa prekryvajtice intervaly m(A) > m(B)
Obr. 2: Obrdzok zobrazuje 5 spdsobov ako sa mézu prekryvat intervalové cisla.
Priklad 2.1. (Pracovné ¢asy modelované realnymi intervalmi)

Pouzijeme rovnaky tréningovy subor ako v predchadzajicom priklade, ale budeme
predpokladat, Ze tvorcu rozvrhu nezaujimaji pocCetnosti s akymi sa jednotlivé ¢asy
spracovania uloh udiali? ale Ze ho skor zaujima rozsah hodnot, ktoré sa realizovali. Ani
v tomto pripade si optimalizaciu nechce prilis komplikovat a preto predpoklada, ze sa
tieto realizdcie Casov spracovania realizuju rovnomerne. Na takéto modelovanie
rozsahu hodnot, pricom kazda hodnota sa moéze realizovat s rovnakou
pravdepodobnostou, sa hodia redlne intervaly. Aj v tomto pripade zalezi na tvorcovi
rozvrhu, aki metddu odhadu ¢asov spracovania zvoli:

. min - max
- min - modus, modus - max
. min - median, median - max

My pouzijeme jednoduchy odhad min-max, kde lava hodnota ¢asu spracovania ulohy J,
je minimum z nameranych Casov spracovania a prava hodnota ¢asu spracovania tlohy
J, je maximum z nameranych ¢asov spracovania, t.j. F1 = [minie y {pi; b maxic v {pi:}],
Teda mézeme pisat

pr=[L15]. p=[2.14]. ps=[3.13] a p;=][2.15

Podobne ako v predchadzajucom priklade je prvou variantou, (x=1), Co znamena, zZe
ulohu ], pridelime prvému stroju. Ziskame tak zatazenia strojov, ktoré si porade rovné
hodnotam L, = [3,30], L, = [2,14] a L, = [3,13]. Druhou variantou je priradenie ulohy
J. stroju druhému, (x=2). Ne zdklade tohoto rozhodnutia vieme spocitat zatazenia
strojov, ktoré su porade L, = [1,15], L, = [4,29] a L, = [3,13]. Tretou variantou je, ze
priradime tlohu J, tretiemu stroju, (x=3), obdrzime tak nasledujice zatazenia strojov
L, =[1,15], L, = [2,14] a L, = [5,28]. Teraz nam treba spocitat mieru nerovhomernosti,
ktora je definovana ako

faip\Ly. Lo, Ly) = max{Ly, Ly. L3} —min{L;, Lo, L3}

Teda od vacsieho zatazenia od¢itame mensSie zatazenie. Ako vidime, nie je Uplne

POSTERUS.sk -5/8-


http://www.posterus.sk/wp-content/uploads/p11284_06_obr02e.png

jednoznacné, Ci pre druhu variantu, (x=2), je zatazenie na prvom stroji vacsie ako
zatazenie na stroji tretom. Tato neistota je spésobend uplnym prekrytim intervalov. V
dnesnej dobe existuje niekolko metod, ktoré nam maji poméct s touto problematikou,
no o kazdej z nich treba vediet, preco prave zvolent metédu chceme pouzit a ako nam
jej volba ovplyvni vysledok. N&s priklad nie je nejako zlozity, a preto si vyberieme
metddu porovnania podla centralnej hodnoty. Pre prvid variantu, (x=1), mozeme pisat,
m(L,) = 8, m(L,) = 16.5 a m(L,) = 8. Vidime, Ze centrdlna hodnota pre druhé zatazenie
L, je vacsSia ako centralne hodnoty pre zatazenia L, a L,. Teda nasli sme maximalne
zatazenie strojov. Teraz eSte potrebujeme najst minimdalne zatazenie strojov.

Ked porovname centralne hodnoty zatazeni strojov L, a L,, tak zistime, Ze st rovnaké.
V takomto pripade mézeme porovnat Sirky ich kumulovanych ¢asov spracovania. Pre
L, a L, mozeme pisat, ze w(L,) = 7 a w(L;) = 5. Tu tvorca rozvrhu narazi na dalsi
problém. Podla Coho sa tvorca rozvrhu rozhodne, ktora z tychto dvoch hodnét je pri
minimalizacii viac preferovana? Predpokladajme, Ze tvorca rozvrhu ma za tlohu
vytvorit optimisticky rozvrh, v ktorom st preferované zatazenia strojov s mensSou
Sirkou. Preferovanie intervalu mensej Sirky pri minimaliza¢nej optimalizacii znameng,
ze tvorca rozvrhu pocita s tym, ze buduce realizacie ¢asov spracovania uloh sa budu
realizovat v okoli centralnej hodnoty planovanych ¢asov spracovania. Pri takomto
predpoklade tvorca rozvrhu zvoli za minimdalne zatazenie L, a miera nerovnomernosti
je rovna hodnote

FPNLy, Ly, Ls) = Ly — Ly = [4.29] = [3.13] = [-9.26]

di f

Podobne pre prvi variantu, (x=1), mozeme pisat, m(L,) = 16.5, m(L,) = 8 am(L;) =8 a
w(L,) = 6, w(L;) = 5. V tomto pripade je zatazenie na prvom stroji maximalne a
minimalne na stroji tretom. Z tohoto dovodu je miera nerovnomernosti pre prvu
variantu rovna hodnote

fiMLy, Lo, Ly) = Ly — Ly = [3,30] — [3,13] = [-10,27]

Pre tretiu variantu, (x=3), m6zeme pisat, m(L,) = 8, m(L,) = 8 am(L;) = 16.5 a w(L,) =
7, w(L,) = 6. Miera nerovnomernosti pre tretiu variantu je rovna hodnote

FONLy, Ly, Ly) = Ly — Ly = [5,28] — [2,14] = [-9,26]

di f

Teraz ndm treba vybrat optimdalnu variantu, ¢o znamend ndjst minimalnu mieru
nerovnomernosti. Pre miery nerovnomernosti mézeme pisat, zZe ich centralne hodnoty
su rovné

m[.f'{f.f.]}]l = mffﬂ'i]l = ml‘f{'”jr:l = 8.5
Pre ich Sirky plati
rr'[.f'{f.f-];:l =155 a r:'ff{']fr]l = r:'ff{'”jr]l =17.5

Aj v tomto pripade charakterizuje lepsi rozvrh mensia Sirka (lava aj prava hodnota
miery nerovnomernosti je blizSie k nule). Preto tvorca rozvrhu vyberie za optimalny
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druhy (treti) variant.

Vidime, ze volba maximdalneho a minimdlneho zatazenia pri vypocte miery
nerovnomernosti nie je Uplne jednoznacna. Tato volba je sprevadzana neistotou.
Dévodmi tejto neistoty su, Ze nepozname vSetky kritéria optimalizacie rozhodovacieho
problému. Napriklad, ¢i povazujeme pri minimaliza¢nej optimalizacii interval s mensou
Sirkou za viac preferovany (mensi - optimisticky rozvrh) alebo i povazujeme interval s
vacsou Sirkou za viac preferovany (pesimisticky rozvrh).

Dalej si méZeme v$imnut, Ze sa zmenilo rozhodnutie tvorcu rozvrhu o vybere
optimalneho variantu. V prvom priklade sa rozhodol tvorca rozvrhu pre vyber prvej
varianty. V tomto priklade sa ale tvorca rozvrhu rozhodol pre vyber druhej alebo tretej
varianty. Co to znamend? V prvom priklade sme modelovali pracovné ¢asy pomocou
realnych hodnot, ktorych odhady sme robili pomocou aritmetického priemeru. V tomto
priklade sme modelovali pracovné ¢asy pomocou realnych intervalov, ktorych odhad
sme robili za pomocou min-max principu a porovnavali sme ich pomocou centralne;
hodnoty a Sirky.

Je teda zrejmé, Ze oba modely st velmi citlivé vzhladom na vyber typu modelovania
casov spracovania, odhadov ¢asov spracovania a ich porovnania. O tom ktory rozvrh je
optimalnejsi rozhodne az skutocna realizdcia Casov spracovania. No ani pri nej nie je
isté, ¢i by rozvrh vypracovany vzhladom na takéto dopredu zndme Casy spracovania
viedol na ich opatovnu realizaciu.

Okrem porovnania intervalov pomocou strednej hodnoty a Sirky intervalu A,
spomenieme eSte dve metddy porovnania. Prvou je metdda pouzivajlca
pravdepodobnostny pristup. Nakahara a kol. (1992) definovali pravdepodobnost
nerovnice P(A<B) pre lubovolné dva intervaly A = [a,,az] a B = [b;, b;] ako P(A<B) =
P(a<b), kde a a b st ndhodné premenné rovnomerne rozlozené na A a B a P(a < b) je
pravdepodobnost, ze a<b. Nakahara a kol. (1992) Studoval pravdepodobnost, ze A<B
pre Sest roznych pozicii intervalov A a B na redalnej osi, a) a,<azsb,<b;, b)
a,<b,=ay<b;, c) a,<b,<by=a;, d) b,<a,<ay<b; e) b,<a,<by<a; a f) b,<by<a,;=<a; a
definoval pravdepodobnostni hodnotu pre vSetkych Sest pripadov vo vSeobecnej forme
ako
PA<B)= 2=t + v —(bp — 23*)

af—aj, {ap—ap (bp—bp ) 2

kde
w =min{max{a;. by}, ag} a v =max{min{ag bz} ap}
Poznamka 1. (Nakaharovo pravdepodobnostné porovnanie intervalov)

Ak P(A<B) = 0.5 potom A a B st tplne sa prekryvajice intervaly. Nevieme rozhodnit,
ktory je vacsi alebo mensi. Tu ndm pomoze porovnat intervaly A a B podla Sirky.

Inou metdédou porovnania intervalov je index prijatelnosti (Sengupta a kol. 2009),
ktory definujeme: Nech I je mnozina vSetkych intervalov definovanych na mnozine

redlnych &isel R. Index prijatelnosti 4 * L * I — [0.00) definujeme ako
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mi B)—mi 4)
F”FI = BI‘II T wi B4l B)

kde w(B)+w(A4) # 0 A(A < B) mpzeme interpretovat ako stupeft prijatelnosti, ze
prvy interval je inferiorny k druhému intervalu. Stupen prijatelnosti AlA =< B)
mozeme Kklasifikovat a dalej interpretovat na zédklade porovnania pozicie stredu a Sirky
intervalu B s reSpektom na interval A ako
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