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15. Matlab - Linearna algebra
Blaho Michal - MATLAB/Comsol

18.09.2009

Matlab pracuje s datami vo forme vektorov a matic. Zakladnej praci s
vektormi a maticami sme sa uz venovali v predchddzajucej Casti. Pracou s maticami sa

zaobera niekolko oblasti matematiky a jednou z najznamejsich je linedrna algebra.
Vyuzitie Matlabu a jeho funkcii pri vypoctoch linedrnej algebry sa venuje dnesSny
clanok.

Sustava linearnych rovnic
Jednym z najdolezitejSich problémov vypoctov je rieSenie sustavy linearnych rovnic.

Problém by sa dal formulovat nasledovne: Ak su dané matice A a B, existuje jedineCna
matica taka, Ze plati jeden z nasledujucich vztahov?

AXN=1E
NA=EB )

Jednou z moznosti by bolo vyuzitie inverznej matice A a vynasobenie matice B zo
spravnej strany. Matlab vSak takéto sustavy neriesi pomocou inverznych matic koli
presnosti. Vyuziva symboly lomitok \ , / a im zodpovedajice funkcie mldivide a
mrdivide. Nasledujlice zapisy zodpovedajui rieSeniam vztahov z predchdadzajucich
rovnic v Matlabe

X = A\B
X = B/A @
Nato, aby sme mohli dané rovnice vypocitat je potrebné pri prvej rovnici, aby mali
matice A a B rovnaky pocet riadkov. RieSenie X mé potom rovnaky pocet stipcov ako
matica B a dimenzia riadkov je rovna dimenzii stipcov matice A. Pri druhej rovnici sa
vlastnosti riadkov a stipcov vymenia. Matica A nemusi byt $tvorcova. Ak je matica A
rozmeru (m,n) mozu nastat tri pripady

- m = n - sustava je Stvorcova
- m > n - sustava je preurcena

- m < n - ststava je podurc¢ena

O vlastnostiach jednotlivych pripadov a hladani ich rieSeni pojednava [1]. V

POSTERUS.sk -1/7-


http://www.posterus.sk/
http://www.posterus.sk/?p=2717
http://www.posterus.sk/matlab
http://www.posterus.sk/?p=112

uzivatelskej prirucke najdete aké postupy sa vyuzivaju pri rieSeni linedrnych rovnic
pomocou prikazu mldivide. Za pozornost stoji spomentut prikaz rref, ktory vracia
redukovany stupnovity tvar matice. Pomocou prikazu mo6zeme rieSit sustavu
linedrnych rovnic tak, Ze k matici A priddme stipcovy vektor b, ako posledny sipec a
rieSenie rovnic bude ako posledny stipec redukovanej matice. Je to analdégia ku
Gaussovej elimina¢nej metdde. Prikaz rref vsak vnasa do vypocCtov chyby
zaokruhlovania.

>>A=[6 3 8;2 0 5;7 3 4];
>>p=[5;1:8];

>>A=[A b];

>>X=rref (A)

X =
1.0000 0.0000 0.0000 1.4615
0.0000 1.0000 0.0000 -0.2308
0.0000 0.0000 1.0000 -0.3846

Inverzné matice a determinanty
Ak je matica A Stvorcova a regularna potom rovnice

AX =T
NA=T 3)

majui rovnaké riesenie. Toto rieSenie sa nazyva aj inverzia matice A. V Matlabe ju
vypocitame pomocou prikazu inv

>>A=pascal(3);
>>B=inv(A)

B=
3.0000 -3.0000 1.0000
-3.0000 5.0000 -2.0000
1.0000 -2.0000 1.0000

Determinant sa vyuziva pri niektorych typoch symbolickych vypoctov, ale jeho vypocet
je zatazeny vypocCtovymi chybami. V Matlabe sa vypocita pomocou prikazu det

>>C=det (A);
C=1

ObdiZnikové matice nemaji inverzni maticu ani determinant. Aspofi jedna z hore
uvedenych rovnic nema riesenie. Ciastocné riesenie tychto vztahov nahrédza Moore-
Penrose pseudoinverzia, ktord sa v Matlabe pocita cez prikaz pinv

>>D=[1 4 3 8;2 7 10;6 2 3 9];
>>E=pinv (D)

E =
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-0.2011 0.0639 0.1789
0.0516 0.1251 -0.0502
0.0411 -0.0033 -0.0062
0.1089 -0.0693 0.0051

Rozklady matic

Rozklady matic, ktoré v tejto Casti popiSeme, vyuzivaju trojuholnikové matice, ktoré
maju pod alebo nad diagondalou nulové prvky. Systém linedrnych rovnic sa s pomocou
trojuholnikovych matic da lahko vypocitat pomocou spatnych substitucii.

Choleskyho rozklad vyjadruje symetrickd maticu ako sucin trojuholnikovej matice a jej
transpozicie

A=RR (4)

nie vSetky symetrické matice sa daju takymto sposobom faktorizovat. Stustavu
linedrnych rovnic potom mozeme vypocitat pomocou vztahu

Ar=h
r = R\[R'\b) (5)

Choleskyho rozklad ziskame pomocou prikazu chol

>>F=pascal(4);
>>G=chol (F)

F=
1111
0123
0013
0001

LU rozklad vyjadruje Stvorcovu maticu ako sucin dolnej (L - lower) a hornej (U -
upper) trojuholnikovej matice. Da sa ukazat, ze matice L. a U si produktom Gaussovho
eliminacného procesu (GEM) [1].

A=LU (6)

podobne ako pri prvej faktorizacii mézeme vypocitat sustavu linearnych rovnic aj
pomocou LU rozkladu

Ar =15
r = U\(L\b) (7)

determinanty a inverzné matice sa daju vypocitat aj pomocou LU rozkladu

det(A) = det(L).det{[7)
inv(A) = inv(L).inv(U)
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V Matlabe sa LU rozklad vypocita pomocou prikazu lu

>> H=pascal(3);
>>[L,U]=1u(H)

L=
1.000 0.000 0.000
1.000 0.500 1.000
1.000 1.000 0.000

U=

1.000 1.000 1.000
0.000 2.000 5.000
0.000 0.000 -0.500

Ortogondlna matica (matica s ortonormélnymi stipcami) je matica so stipcami
jednotkovej dizky, ktoré st na seba kolmé, pri¢om plati

Q'Q=1 (9)

Ortogonalny alebo QR rozklad reprezentuje maticu ako sucin ortogonalnej matice Q a
hornej trojuholnikovej matice R

A=QR (10)

QR rozklad vypocitame pomocou prikazu qr
>>[Q,R]=qr(H)

Q=

-0.5774 0.7071 0.4082
-0.5774 0.0000 -0.8165
-0.5774 -0.7071 0.4082

R =

-1.7321 -3.4641 -5.7735
0.0000 -1.4142 -3.5355
0.0000 0.0000 0.4082

Mocniny matic

V ¢lanku o maticiach sme sa uz vypoCtom mocnin matic. Teraz si eSte v kratkosti
zopakujeme niektoré prikazy a vyuzitie inverznej matice pri vypoctoch zapornych
mocnin. Ak je matica A Stvorcova jej kladni mocninu vypoc¢itame pre celd maticu alebo
pre jej jednotlivé prvky nasledujicimi prikazmi

>>X=A"2;
>>X=A."2;
>>X=A."(-2);
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Ak je mocnina zapornéa a matica A reguldrna je vyhodné mocnit inverzni maticu ku
matici A. Mocninu matice mézeme vypocitat aj pomocou spektralneho rozkladu
matice, venuje sa tomu aj Cast nasledujicej kapitoly.

Vlastneé cisla

Vlastné cisla A (eigenvalues, skalary) a vlastné vektory v (eigenvectors, nenulové
vektory) stvorcovej matice A vyhovuju vztahu

Av =l (11)

Vlastné Cisla sa daju ziskat pomocou charakteristického polynému matice avsak pre
matice velkych rozmerov sa neodporuca [1]. Ak vlastné Cisla budd na diagonale
diagondlnej matice A a zodpovedajice vlastné vektory stipce matice V potom
dostavame

AV =TVA (12)
pokial je matica V reguldrna dostavame spektralny rozklad matice A
A=VAV—? (13)

Spektralny rozklad sa da vyuzit pri mocnindch matic [1], pretoZe matica A je
diagonalna sta¢i umocnit prvky na diagondle

A" = VA (14)

Matice, ktoré maji nasobné vlastné Cisla sa nedaju spektralne rozkladat. Niektoré
vypocty v Matlabe nevyuzivaju spektralny rozklad, ale Schur-ovu dekompoziciu

A=USU" (15)

kde U je ortogonalna matica a S je horna trojuholnikova matica s vlastnymi ¢islami na
diagonadle (viac v uzivatelskej prirucke Matlabu pre prikaz schur). Spektralny rozklad
matice dostaneme v Matlabe prikazom eig (matica delta je oznaCena ako D, vlastné
Cisla st na jej diagonale)

>M=[2,3;1,5];
>>[V,D]=eig (M)

V =
-0.9669 -0.6205
0.2550 -0.7842

D=
1.2087 0.0000
0.0000 5.7913

Singularny rozklad matice
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Singulérne &islo (skalar) o a jemu odpovedajice singuldrne vektory u,v obdiZnikove;
matice A (m,n) vyhovuju vztahom
Av = mu

(16)

Au=av

Ak singularne c¢isla dame na diagonalu matice X (m,n) a singularne vektory budu tvorit
stipce dvoch ortogonalnych matic U (m,m) a V (n,n) potom mdZeme vztah prepisat do

tvaru
AV =UXE
17
AU =VE an
pretoze si U a V ortogonalne matice mozeme vztah prepisat na
A=UEV (18)

tento vztah reprezentuje singularny rozklad (SVD - Singular Value Decomposition)
matice A. Matlab vyuziva singularny rozklad matice na zistenie hodnosti matice
pomocou prikazu rank (hodnost matice je rovny poctu kladnych singularnych cisel
matice), ktory dava stabilnejSie vysledky ako klasicky eliminaCny proces (mozu sa
vyskytnut chyby zaokruhlovania). Singuldrny rozklad je v Matlabe realizovany QR
algoritmom [1]. V Matlabe na vypocet spektralneho rozkladu vyuzijeme prikaz svd
(matica sigma je oznacena ako S)

>>N=[9,4;6,8;2,71;
>>[U,S,V]=svd(N)

U=
-0.6105 0.7174 0.3355
-0.6646 -0.2336 -0.7098
-0.4308 -0.6563 0.6194

g =
14.9359 0.0000
0.0000 5.1883
0.0000 0.0000

V=
-0.6925 0.7214
-0.7214 -0.6925

Linedrna algebra predstavuje jednu z oblasti matematiky napriek tomu je rozsiahla
nato, aby sa zmestila do jedného ¢lanku, ktory bol vSak viac zamerany na funkcie
Matlabu. Detailnejsi pohlad na linearnu algebru najdete v knihe doc. Volaufa [1], ktora
obsahuje aj dalSie priklady v Matlabe.
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